INPUITPEMA 3A II IMCMEHU U3 AHAJIU3E CA AJITEBPOM

1. 3anarak

Pewasarve ancedapcrux jegnauuna imipehes u ueilispisios citieiiena.

e V CKyIly KOMIUIEKCHUX GPOjeBa PENUTH jeIHAUHMHY:
(a) 23 —6x+9=0; (6) 2%+ 92 + 18z + 28 = 0;
(B) 2t + 423 + 422 —8xr —12=0; (r) 3z* — 423 +1=0.
HATIOMEHA. Jemmaunna (T) He Mopa Jia ce pemaba (DepapujeBOM METOIOM.

Haume, axo younMo J1a je 1 = 1 je/{HO pelleibe AaTe jeHaulHe, OoCe J1e/beba
nommuoma 3zt — 4x3 +1cax — 1:

113 -4 0 0 1
3 -1 -1 -1 0

ocTaje 1a mpoHaheMo KopeHe 3, T3, T4 nonunoma 3z° — r2 — x — 1. MehyTum,

6poj T2 = 1 je Takohe KOpPEH M MOCICAbEr MOJUHOMA, 1A Cy T3 U T4 KOPCHHU
KOJIMYHUKA KOjH ce 100Mja AelberbeM momuoMa 32° — 22 — 2 — lcaz — 1,

13 -1 -1 -1
3 2 1 07

1j. momuaoma 3z? + 2x + 1. Pemema jemnauune 322 + 2x + 1 = 0 cy 234 =
—24i2v2  —1+iV2

6 3
Jlaxie, cBa KOMIUIEKCHA pelIeba JJaTe jeqHAYMHE CY T1 = o = 1 (ABOCTPYKO

—1+iv2 1 —iV2
— Uy = —.

3 3

pelieme), T3 =
2. 3aJaTaK

Cucitiemu jegnauuna suuies pega.

e YV CcKyIly KOMIUIEKCHUX OpojeBa PELIUTH CUCTEM jeJHAUMHA:

:i+y1+z1:9 rty+z=2
@ S+ +o=1 + © Byt =14,
3 3 3 _
Ty + 37+ yz =27 2+ Yy’ +2°=20



3. 3agarak

Ceojcitisa neiipekugnocitiu ypeheno iosma peainux opojesa.

e ApXuUMeI0BO CBOJCTBO cKyma peanux OpojeBa (Teopema 4, 59. c1p.)

e MynTUIUIMKaTUBHA BapujaHTa ApXUMEI0BOT cBojcTBa (3amarak §, 64. cTp.)
e Kanropora teopema (3ajartak 32, 73. CTp.; MOTIIYHO PEIICH¢ OBOT 3a/1aTaka
Tpeba ma caapxu u 1oka3 Teopeme 7, 64. cTp.)

4. 3agarak

Cyapemym u uHgumym dogckyiosa cKyia peainux opojesa

o JTar je ckyn A = {log(n + 1) —logn | n € N}.

(a) Hoxasatu Jia je cynpeMyM cKymna A upannoHaiaH Opoj, a 3aTUM, IIPUMEHOM
JEIIUMAJICKOT MOCTYIKA, U3pauyHATH MPUOIMKHY BPETHOCT OBOT Opoja Ha JBe

JermMalte.
(6) Oupenuru unpumym ckymna A.

1
PELLEWE. Heka je a,, = log(n + 1) —logn = log <1 + —), n € N. Kako je
n

1+1>1+1>1+1>1+1>
1 2 3 4

a log pacryha ¢yHkmja, imMamo 1a je

1 1+1 > 1 1+1 > 1 1+1 > 1 1+1 >
og 1 og 5 og 3 og 1 cee

na je Hu3 a,, n € N, omamajyhu. Jlakie, cynmpemyM ckyna A je, y OBOM ciiy4ajy,
HajBehu eJIeMEeHT OBOT CKyIIa, Tj. log 2.

Hoxaxumo 1a je log 2 upanmonanan 6poj.

[MpernocraBumo faa je log 2 panunanan 0poj, 1j. (Oyayhu na je log2 > 0) ma

je log2 = g, p,q € N, Taua je 2 = 105, omakie je 29 = 2P - 5P, mro je

Hemoryhe nmpema OCHOBHO] TeOpeMH apUTMETUKE (CBaKU MPUPOJIaH Opoj ce Ha
JeMUHCTBEH HAYMH, IO HA pelocie]l (pakTopa, MOKE PacTaBUTH Ha MPOU3BOJ
MpOCTHUX UnHMIana). Jlakie, log 2 je upanunaman 6poj.

Uspauynajmo log 2 Ha jiBe jenmumarie.

Heka je a = log2. Tana je, mo medununuju noraputma, 10 = 2. Kaxo je
1=10°<10% =2 < 10" = 10, umamo naje 0 < a < 1, 1j. ap = [a] = 0. Tana
jea:ao+ﬂ = ﬂ,3aHeKo ai, na je

10 10
10T =2, 1j. 10 = 2'0 = 1024.
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Bynyhu na je
10® = 1000 < 10" = 1024 < 10* = 10000,

. as .
uMaMo J1a je a; = 3 + E, 3a HEKO a9, I1a Je

10310 = 1024 1j. 10% = (1,024)"°.

Kaxo je
1=10° < 10" = (1,024)" < 10",

. as
nmaMmo 11a je as = 0 + 1—0, 3a HEKo ag. Jlakie,

a=04 o4 )y B
a 10 100 = 1000

~ 0, 30.

(6) Kako je logz > 0, 3a > 1, umamo na je 0 (ka0 U CBaKM HEraTUBaH
peanan Opoj) mome orpaHuuce cKkyma A: 3a cBaku mpuUpojaH O6poj N Baxu

1
a, =log |14+ —] >0,
n

1° (Va € A)a > 0.

HoxkaszaheMo J1a 3a CBaKM [MO3UTBUBAH OpOj € MocToju ejeMenT a u3 A na je a < e.

3ampaBo, Tpeba JOKa3aTH Ja ce 3a CBAKW MO3UTHBAH peajiaH Opoj €

1

IOCTOjU IpHpomaH Gpoj n Takae 1a je log (1 + > < &, T. Oaje
n

1

— < 10° —1.

n

Heka jee > 0. Tamajeum ey = 10° — 1 > 0. TIpema ApXuMeIoBOj TCOpEMU
IIOCTOJU MpUpOAaH Opoj 1 TakaB Ja je

1 1
—<eq, T — < 10° -1,
n n

OJIAKJIC j&

1 1
14— <10°, 1. log<1+—> <e.
n n

Haxie,
2° (Ve>0)(Fa€ A)a<e.

W3 1° u 2° cenu j1a je inf A = 0.



e larjeckyn A = {v/n+1— {/n|neN}.

(a) Jokasatu ja je cynpemyM ckyrna A upairoHaian Opoj, a 3aTUM, IPUMCHOM
JCHUMAJICKOT MTOCTYIKA, U3pauyyHATH TPUOIMKHY BPEIHOCT OBOT Opoja Ha jejIHY
JeIMATy.

(6) Onpemutu uHGUMYM cKyma A.

PEHIERE. Heka je

ap, =vVn+1—+/n=

1
Vn+12+ Y+ 1)2n+ ¢ (n+ 1)n2 + Vn3’
n € N. Axo ce 6poj n mosehaBa, 6poj a,, je CBe MarbH, Ta je

ap > Qg > Qa3 > Qg4 > ...

omajaajyhu Hus. Jlakie, cynmpeMyM cKyma A je, y oBoM ciiy4ajy, HajBehu eeMeHT
OBOT CKyIIa, Tj. v/2 — 1.
JTokaxuMo za je v'2 — 1 upaumonanan 6poj.

JIOBOJBHO je JOKA3aTH [a je v/2 mpammoHaman 6poj. IIpeTmocTaBuMo Ia je
v/2 paummanan 6poj, 7j. (6yayhu ma je v2 > 0) ma je v2 = E, p,q € Nu
q

nzd(p,q) = 1. Tana je 2¢* = p?, ma 2 | p?, a xako je 2 mpoct 6poj, cieau u
2 | p, ma je p = 2k, 3a nexu npuponan 6poj k. Cana us 2¢* = 16k, 1j. ¢* = 8k*
crenu na 2 | ¢*, ma u 2 | ¢, mo je memoryhe, jep je nzd(p, q) = 1. Jlakie, v/2 je
upaoHaiat 6poj, na je u v'2 — 1 jenan Takas 6poj.

Uspauynajmo v'2 — 1 Ha jeamy gequMaiy.

Heka je a = v/2. Tamaje a* = 2. Kakoje 1* =1 < a* = 2 < 2* = 16, umamo
najel <a<2,1.a)=al =1. Tamajea = ao—i—ﬂ = 1—|—ﬂ,3aHeKoa1,na

10 10
je

4
(1 + %) — 2, 7. 10000 4 4000a; + 600a2 + 40a° + a* = 20000.
Byayhu na je 3a a; = 1,

10000 + 4000a; + 600a? + 40a} + a; = 14641 < 20000,

aszaa, =2

10000 + 4000a; + 600a? + 40a} + a; = 20736 > 20000,

. as .
nMaMo 11a je a; = 1 + —, 32 HEKO a9, T1a je

10



Jakie, V2—-1~ 0, 1.
(6) Mmamo J1a 3a cBakM MpupogaH Opoj 1 Baxu

! >
V(n+1)P3+ Y (n+1)2n+ {/(n+ 1)n2 + v/n3

0,

Ay =

na je 0 (kao ¥ CBaKHM HeraTUBaH peaiaH 6poj) J0me OrpaHruehe CKyma A:

1° (Va € A)a > 0.

HoxkaszaheMo /1a 3a CBaKM MMO3UTBUBAH OpO]j € TIOCTOJU €IIEMEHT a 13 A 1a je a < €.

3anpaso, Tpeba noKa3aTH 4 Ce 3a CBAKU MO3UTHUBAH peajlaH Opoj €
MOCTOjM MpUPOAaH Opoj N Takas Aa je
! <
€.
V(n+13 4+ /(n+1)2n+ {/(n+ 1)n2 + V/n3

Kako 3a cBaku npuponaH 0poj 1 By HEjeTHAKOCT
1 < 1
V(n+13 4+ /(n+1)2n+ {/(n+ 1)n2 + V/n3 4v/n3’

JIOBOJBbHO j€ JIOKA34TH J1d 34 CBAKW MO3UTHBAH OpOj € MOCTOjU MPHUPO-

1 4
aH 6poj ""—<,'.—<§/47.
JlaH Opoj M TaKaB A4 je s €, T] - (4e)

Heka je e > 0. Tamajeu e, = {/(4¢)* > 0. TIpema ApXuMenoBoj Teopemu
MOCTOJU PUPOJIaH OpOj 1 TaKaB Ja je

1 1
—<ep, 1. = <y (4e)?,
n n

) 1
OJIAKJIC J€ = <& nau

43
! <e€
Y+ 1P+ /it )2+ it )2+ Vs

Haxie,
2° (Ve>0)(Jac€ A)a <e.

M3 1° u 2° ciemm ga je inf A = 0.



5. 3agarak

Kapgunannu opojesu N u c.

HATMOMEHE. Heku o1 mpeOpojuBUX CKyIOBa, Tj. CKyHOBa KapJIMHAIHOCTU
NO = ‘N‘a Cy:
9N =1{2,4,6,8,...};
®ynkuyja f : N — 2N nataca f(n) = 2n, n € N, je Gujexuuja.
-2N—-1= {1,3,5,7,...};
—NO = {O, 1,2,. . .};
Oynknyja f : N — No mataca f(n) =n — 1, n € N, je 6ujexuuja. Bujexkuuja je u
npecnukaBare ¢ : Ng — N mato ca g(n) =n+ 1, n € No.
-7 = {...,—2,—1,0,1,2,...};
®yuxumja f : N — Z nata ca

0, akojen =1,
f(n) = k, axojen =2k, , ke {1,2,3,...},
—k, axojen =2k+1,

je 6mjekunja. Hawme, 3amaToM (QYHKIHjOM eldeMeHTe cKyla Z pehaMo y HHM3 Ha
cnenehn HaunH:
0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4, ...

Hahu 6ap jenny oujexmmjy g : Z — N!
- NO X NO;
Odynrurja f @ Ng x Ng — N gara ca

f(m,n)=2"2n+1), m,n € {0,1,2,3,...},

je 6ujextmja. IIpecnukaBame g : N — Ny x Ny ompeleno ciaenehum pehamem
ememenata ckyna Ng X Ny y Hus:

(0,00—>(0,1)  (0,2)—>(0,3) (0,4) ---

s /

(1,00 (1,1) (L,2) (1,3) (L,4) ---

o

2,00 (2,1) (22) (2,3) (2,4) ...

o

(3,00 (3.1

L/

0 @) (42 @3 (.4

3,2) (3,3) (3,4) ---

_( 1 2 3 4 5 )
9= 0,00 (0,1) (1,0 (20 (11) ...

je jour jenaH npumep GujekuMje unje nocrojame aaje aa je Ng X Ng npebpojus ckyr.

-Q;



Hexku o1 HenmpeGpojuBUX CKyIoBa KapauHaiaHocTh ¢ = |R|, cy:

(-33)
— OTBOpEH UHTEpBANI ( ——, = |;

Dyukmmja f (fg, g) — R pgaraca f(z) = tgz, x € (fg, g), je bujexnmja.
1-1
Takohe, arctg : R 3 (—g, g)

— OTBOPCH MHTCpPBAJ (07 1)9

®ynkuuja f : (0,1) — (—g, g) nata ca

flz) =mx — g, S (—g7 g),je 6ujexipja. KoMmmosuiyja GyHKIMja

-1/ 7 T om\ 1-1
: 71 na (_777) : (_7a7) na R?
f:(0,1) 5'5) mei(—5 3
Tj. gynkimja g = tgof : (0,1) — R, nara ca g(z) = tg (773: - g), x € (0,1), je
Takohe jemHa OHjeKITHja.
— (0, +00);
®ynxuuja f @ R — (0,+00) nata ca f(x) = 2%, x € R, je 6ujexunja. Taxohe,
1-1
g:(0,4+0) w2 R, g(x) =logyx, z > 0.
- [07 +OO>:
®ynxuuja f : [0, +00) — (0, +00) nata ca

r+1, €N
s ={ T TEN e o)

je dujekumja.
9 10

N

1—1
Hahu Gap jeany 6ujexumjy g : [0, +00) oz R!




— 3atBopen unrepsai [0, 1];

1 _ _ it 2
Heka je a, = e R €eNuD ={a, | n e N} = {2,3,4,...} Tama je
dynxumja f : [0,1] — (0,1) nara ca
ap, I =
. as, r=1
fla) = Gpto, T=ap,n=12 ...
x, ©¢&D
9 Gsaqaz a2 a 1
6 asau‘z;; az ay i
6ujexuuja. Hahu Gap jenny 6ujexumjy g : [0, 1] — R!
— CKyH UpalMHaJIHUX Opojesa I.
e OJipeauTu Gap jeaHy OUjeKLIH]Y:
1-1 1-1 1-1
(a) f:7Z mw 2N; (6) f:2N 7z 2N —1; ®) f:ZXZw N;
1-1 1-1 1-1
(l") f : [071> Ta R’ (H) f : [_271) A (375]9 (b) f : [_271> Ta [375]3

(©) f:[l,400) 3= (—00,1); (%) f:(—00,0] 32 (0,1); (3)* f:RxZ 5w R.
e McruraT KOjU Cy O] CKyIIoBa
(a) Q[V2;
(6) ckym cBHX peaHUX OpojeBa KOJH Cy pellleiba HEKe KBaJ[paTHE jeHAUNHE ca
palnMoOHATHUM KOChUIUjCHTUMA;
(8) (0,1)UZ
(T) cKym cBUX peallHuX OpojeBa KOjU HUCY KOPEHU MOJIMHOMA Ca PAIMOHATHUM
KoeduijeHTUMA (T3B. TPAHCIICHICHTHA OpOjJeBU);
(m (0,1)Nk
() (0,1) N Q;

npeOpOJUBU a KOjU HeMpeOpojuBu?



